Uber eine anschauliche Ableitung der Entropie
aus dem Wahrscheinlichkeitslogarithmus.
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(Eingelangt am 12. Jan. 1951. Vorgelegt in der S@'tzung am 25. Jan. 1951.)

Es soll der Entropiebegriff aus der Betrachtung eines molekularen
Vorganges abgeleitet und seine Entstehung aus dem Walhrscheinlich-
keitslogarithmus in anschaulicher Weise gezeigt werden.

Zu diesem Zwecke wird

1. der Diffusionsvorgang nicht durch Differentialgleichungen be-
rechnet, sondern es wird die Wanderung einer bestimmten Molekiilzahl
statistisch abzdhlbar verfolgt?!;

2. die Wahrscheinlichkeit der durch die Diffusion bewirkten Molekiil-
verteilung berechnet;

3. die Arbeit berechnet, die gegen den osmotischen Druck geleistet
werden mul}, um den von selbst abgelaufenen Diffusionsvorgang reversibel
in den Anfangszustand zuriickzufithren, wobei fiir die Arbeit 4 =
=—1T-k-In W gefunden wird.

1. Wir betrachten einen beiderseits unendlich langen, formbestindigen
(gallertigen) Diffusionsraum von kleinem Querschnitt. Anfangs erfiille
die diffundierende Masse einen schmalen Bereich. Die mittlere Ver-
schiebung eines diffundierenden Teilchens in der -+ oder — z-Richtung
soll wihrend der Zeiteinheit ¢ eine a-Einheit betragen.

Wir wollen durch bloBe Anwendung der Kombinatorik die mdglichen
Wege eines diffundierenden Teilchens untersuchen.

1 Die Grundziige sind beschrieben in A. Dobrowsky, Uber die Lésung
von Diffusionsproblemen durch die Binomialkoeffizienten des Pascalschen
Dreiecks, Kolloid-Z. 110, 34 (1945).
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Abb. 1. Mogliche Bewegungen eines Teilchens bei Vorgabe einer Verschiebung in der + Richtung

und vier Verschiebungen in der — Richtung.

Brgebnis: HEs gibt 5 Wege (Nr, 2—6 in Fig. 1), die von & = 0 nach & = — 3 fithren. In diesem
Sinne soll die nachstehende Fig. 1 gelesen werden.
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Fig. 1. Schematische Darstellung der Wege eines diffundierenden Teilchens, das 5 Verschiebungen
erfahrt.

Die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen nach fiinf Zeiteinheiten, bzw.
Verschiebungen anzutreffen in

z = — 3 ist g,
z=—3 /32,
z=—1, 10/32:
r=-1 10/"327
z=43, "5
z=+35 , Ysu

denn von 32 Wegen fiihrt hin 1 Weg, Nr. 1,
fithren |,
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5 Wege, ,, 2bis 6,
10 ., 1, 16,
o ., , 17 , 26,

5 ., ., , 27, 31,

1 Weg, ,, 32. :

Die Zahlen 1, 5, 10, 10, 5, 1 sind aber die Zahlen der fiinften Reihe
des Pascalschen Dreiecks (Fig. 2), das bekanntlich so gebildet wird,
Monatshefte fiir Chemie. Bd. 82/2.
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daB jede Zahl die Summe der beiden schief dariiber stehenden ist. Diese

Zahlen sind die Binomialkoeffizienten, in unserem Fall (g) =1, (?) =5,

(5) =10, (3) = 20, (3) =5, (5) =1

1 5 10 10 5 1
Tig. 3. Das Pascalsche Dreieck.
Die Summe der Binomialkoeffizienten der ¢-ten Reihe ist gleich 27
Demgemal erhilt man die Konzentration ¢, wenn man die Binomial-
koeffizienten durch 2° dividiert in unserem Beispiel:

0,377
7 0,156
0031
4 &
Abb. 2. Die diffundierende Substanz hat sich vom Anfangszustand ¢ = 0 (Abb.2a) bis ¢ =5 in
den 6 z-Abschnitten so verteilt, daB die Konzentrationen (Abb.2b) sind

AKonzentration

&= (5) 21_5 = 0031, ¢ = () % — 0,156 usw.

Allgemein sind in den einzelnen z-Abschnitten zur Zeit ¢

¢ ¢ ¢
no= (o) m =1} m=(5) @)
Teilchen vorhanden, wenn bei ¢ = 0 insgesamt 2! ithre Wanderung be-
gonnen haben. Wandern insgesamt » Teilchen, so ist ihre Zahl in den
einzelnen Abschnitten
— {8y "™ = (NP N :
%"_(0) o” 1T (1> 2t %‘—(i) 2t @

2. Diffundieren n = 2¢ Teilchen, in unserem Beispiel 32, so stellt sich
nach ¢{ =5 eine Verteilung nach Abb. 3 ein, deren Wahrscheinlichkeit?

W = 32!

TisiT0ri015r 11 St

2 Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses wird in der gew(’ihnlichen-
Wahrscheinlichkeitsrechnung als der Quotient
Anzahl der giinstigen Félle
Anzahl der moglichen Falle
definiert. Anders in der Quantenstatistik, wo man die Wahrscheinlichkeit

der Anzahl der giinstigen Fille gleichsetzt. Demgemif3 ist die Wahrschein-
lichkeit aus einem Bridgespiel ein Herz zu ziehen gewoéhnlich 1/,, statistisch 13.

0 < <1
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Die Wahrscheinlichkeit eines Verteilungszustandes ist gleich der An-
zahl der Komplexionen, die zu dieser Verteilung fithren, also

7!
nglngl. .. ny!

W = (3)

mit der Nebenbedingung

Sn,=n (4)

i= ARV 4VarEY

Zur Berechnung von W setzen wir nach (2) 1

7! |
- (5) -

e e

Fir den Logarithmus der Wahrscheinlichkeit erhalten wir nach einigen
Umformungen?

n W =n {m 2% zltét; (5)1n (ﬁ)} (6)

W oder In W geben den durch molekulare, verteilende Zerstrenung
eingetretenen Unordnungsgrad an, aber nur In W ist nach (6) wegen der
Proportionalitit zu » eine extensive Grofe, fiir die doppelte Teilchenzahl
wird In W doppelt so groi. Wegen dieser Massenproportionalitit wurde
seinerzeit In W und nicht W mit einem konstanten Faktor als Entropie
in die Thermodynamik eingefiihrt.

In W ist ein Mafl der Massezerstreuung und demgemiB ist er auch
ein Maf} der Arbeit, die notwendig ist, um den Diffusionsvorgang wieder
riickgingig zu machen. In W nimmt mit der Zeit von selbst stindig zu*.

In W ist temperaturabhingig, denn die Geschwindigkeit der diffun-
dierenden Teilchen nimmt mit der Temperatur zu und so wird dann
wihrend der gleichen Zeit ein groBerer Unordnungsgrad erreicht.

3. Nun moge die Arbeit berechnet werden, die notwendig ist, um den
Diffusionsvorgang riickgingig zu machen und den Zustand vor Beginn
der Diffusion wieder herzustellen. _

Zur Unterbrechnung der Diffusion wird das gallertige Diffusionsfeld
zerschnitten (Abb. 3 u. 4). Jeder Teilraum soll in einen Kasten gelegt
werden und mit einem semipermeablem Stempel® so lange komprimiert
werden, bis im eingeengten Raum dieselbe Konzentration herrscht, wie
zu Beginn der Diffusion im Abschnitt um z = 0 (Abb. 5 u. 2a).

Die gegen den osmotischen Druck zu leistende Arbeit ist im Teilraum 4

a; = n; R-1n Pe . (7)

a

3 Siehe Anhang A.
4 Siehe Anhang B.
3 Uber die Schwierigkeit, eine gallertige Masse semipermeabel zu kompri-
mieren, setzen wir uns im Gedankenexperiment hinweg.
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Zu Anfang der Kompression ist der osmotische Druck

1
)5 (8)
Es wird so lange komprimiert, bis der osmotische Druck am Ende auf p,
gestiegen ist. )

Tiir den i-ten Teilraum betrigt die Arbeit

. N S
a4, — RT ni—zt—[ln (@)‘“1112‘} )

N e
Pe=Po', - =Po|;

[z

und fiir das gesamte Diffusionsfeld
t 1

Y (5)m (Z) (10)

i=0

Ddla, = RT-nllnzt—

N :
I H H H I | I
/
=0 7 §\75 ¢ 5
Abb. 4. Abb. 5.
Auf 1 Mol bezogen ist die Arbeit nach (6)
‘ ¢ 't
A=— TRNL-{lnzt—Z(@-)ln (@)}
i=0 (11)

=—TRnW=—1T8
Anhang A. Nach der fiir groBe n geltenden Néherungsformel

nl = (ﬁ)n @

e

ersetzen wir die Fakultiten durch Potenzen und erhalten, da

()= m

ist
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Nun ist wegen (II)

L R ] A £
und daher
InW=nlnn— ;g(i)ln(z)—nlng{
:nlan‘*—;?ij;@)ln (i)l— V)

Anhang B. Fur groBe ¢ kann man die Summe in (V) integrieren.
Die Verbindungslinie der Binomialkoeffizienten der i-ten Zeile des
Pascalschen Dreiecks wird durch die Kurve

222

(1) =2 2, (VD)

z 7t

wiedergegeben®. Die Massekonstanz withrend der Diffusion geht aus

- e
g —2—-e__tdx:2\...: L= (VIL)
6

hervor und ist gleichbedeutend mit (IT).

Um nun den Ausdruck aus (V)
¢
't .
Sl v

zu berechnen, bilden wir

e N — 2 42
S In (‘751/”2f e :)dx:

(o] oo
r

=2a(naf)\ e E@dr — 20 K\ 22 e~ Ko dyg Ix
P )
0 b

wenn wir die Abkiirzungen

13
t _
““l/n’ =2 K=

l

einfithren.

8 Siehe Anm. 1.
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Die Integrale lassen sich nach der allgemeinen Formel?
oo a1

gx%e—Kﬁ-dx:%K_ 2 T(%l) (X)
0

auf Gammafunktionen zuriickfithren. Das erste Integral auf der rechten
1 3
Seite von (IX) wird 5 K 2 F(%) und das zweite & K2 p(%)
wobei
_— o=
r (%) = V@ wnd I’ (%) = VTW ist®,

Damit wird

N
YL ent
und
dinW Ny, 4S8 R
T T 2% oder dt — 2t° (X1

7 Madelung, Die mathematischen Hilfsmittel des Physikers, S.1L.
Berlin. 1936.
8 Jahnke-Emde, Funktionentafeln, Bd. I1, S. 11. Berlin. 1938.



