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Es soll der Entropiebegriff ~us der Betr~chtung eines molekul~ren 
Vorg~nges abgeleitet und seine Entstehung uus dem W~hrscheinlich- 
keitslog~rithmus in ~nsch~ulicher Weise gezeigt werden. 

Zu diesem Zwecke wird 
1. der Diffusionsvorgang nicht durch DifferentiMgleichungen be- 

rechnet, sondern es wird die W~nderung einer best immten Molekfilzahl 
statistisch ~bz~hlb~r verfolgt 1; 

2. die W~hrscheinlichkeit der durch die Diffusion bewirkten Molekiil- 
verteilung berechnet; 

3. die Arbeit berechnet, die gegen den osmotischen Druck geleistet 
werden muB, um den yon selbst abgelaufenen Diffusionsvorgang reversibel 
in den Anf~ngszust~nd zuriickzufiihren, wobei ffir die Arbeit A = 
= - -  T .  k.  In W gefunden wird. 

1. Wir betr~chten einen beiderseits unendlieh langen, formbest~ndigen 
(gMlertigen) Diffusionsraum yon kleinem Quersehnitt. Anfangs erfiille 
die diffundierende Masse einen schmalen Bereich. Die mittlere Ver- 
schiebung eines diffundierenden Teilehens in der + oder - -  x-Richtung 
soll wghrend der Zeiteinheit t eine x-Einheit betr~gen. 

Wir wollen durch bloge Anwendung der Kombinator ik  die mSglichen 
Wege eines diffundierenden Teilehens untersuchen. 

1 Die Grundziige sind beschrieben in A. Dobrowsky, Uber die L6sung 
yon Diffusionsproblemen durch die Binomialkoeffizienten des Pascalsehen 
Dreiecks, Ko]loid-Z. l l0,  34 (1945). 
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W e g  Nr.  2 in Fig .  1. 

V(eg Nr .  3 

-- ~ : * W e g  Nr.  

: -~ : W e g  Nr.  5 

- 3 ~  - 2  -7  0 

Abh. 1. 5iSgliche ]3ewegungen eilles Teilchens bei Vorgabe  einer Verschiebung in der § BAchtung 
und  vier u  in d e r -  l~ichtung. 

E rgebn i s :  Es g ib t  5 Wege  (~ r .  2 - - 6  in  Fig .  1), die yon  x = 0 nach  x = - - 3  f i ihren.  I n  d iesem 
Sinae  soll die nachs tehende  F ig .  1 gelesen werden.  

Weg Nr.  l 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 

- -  § §  + §  

- -  - - +  § + § i 
- -  § - -  --' - - - -  §  § §  

- -  §  - - - - § 2 4 7 2 4 7 2 4 7  

- -  i § 2 4 7 2 4 7 2 4 7  
Die  Wege 
ffihren nach  x ~ - - 5  x - ~ - - 3  x ~ - - i  

Weg Nr.  17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 

+ § 2 4 7 2 4 7  
+ §  ~ + §  
§ 2 4 7 2 4 7  + 
- - § 2 4 7  + § 2 4 7  § 

+ - - + § 2 4 7 2 4 7  
:Die \Vege 
ffihren nach  x---- + 1 

27 28 29 30 31 32 

§ § 2 4 7  § 
+ § 2 4 7  § 

- - - §  § + § --  

x = §  x = §  

Fig.  1. Schemat ische  Dars te l lung der Wege  eines dif fundierenden TeiIchens~ das  5 Verschiebungen 
erF~hrt. 

Die  W a h r s c h e i n l i c h k e i t ,  das  Te i l chen  n~ch  f i inf  Ze i t e inhe i t en ,  bzw.  

V e r s c h i e b u n g e n  ~nzu t re f fen  in 

x = - - 5  i s t  1/32, d e n n v o n 3 2 W e g e n  f i i h r t h i n  1 W e g ,  Nr .  1, 

x = = - - 3  . 5/~ 2 . . . . .  32 . f i ih ren  , 5 W e g e ,  , 2 b i s  6, 

x----I . 1~ . . . . .  32 . . . . . .  I0 ..... 7 ,, 16, 

x= ~- 1 ,, io/~ . . . . .  32 . . . . . .  i0 ..... ]7 ,, 26, 

x ~  ~ 3  , 5/32 . . . . .  32 5 27 31 

x = ~ - 5  , 1/~ 2 . . . . .  32 , f i i h r t  , 1 W e g ,  ,, 32. 

D ie  Z a h l e n  1, 5, 10, 10, 5, 1 s ind  a b e r  d ie  Zah len  der  f i in f t en  l~eihe 

des  Pascalschen Dre iecks  (Fig.  2), das  b e k a n n t ] i c h  so gebf lde t  wi rd ,  

-~ionatshefte f i i r  Chemie.  Bd.  82/~. 24 
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d a b  j e d e  Z a h l  die  S u m m e  de r  be iden  sehief  dar t iber  s t e h e n d e n  ist .  Diese  

Z a h l e n  s ind  die  B i n o m i a l k o e f f i z i e n t e n ,  in  u n s e r e m  F a l l  (5) - .~  1, (5), = 5, 

] 

1 1 
1 2 1 

1 3 3 1 
1 4 6 4 1 

1 5 10 10 5 1 

Fig. 3. Das Pascalsche Dreieck. 

Die  S u m m e  de r  B i n o m i ~ l k o e f f i z i e n t e n  der  t - ten  R e i h e  is~ g le ich  2 t. 

Demgem~13 e rh~l t  m a n  die K o n z e n t r ~ t i o n  c, w e n n  m a n  die  B i n o m i a l -  

k o e f f i z i e n t e n  d u t c h  2 t d i v i d i e r t  in  u n s e r e m  Be i sp ie l :  

b 
Abb. 2. Die diffundierende Substanz hat sich yore Anfangszustand t = 0 (Abb. 2 a) bis t = 5 in 

den 6 x-Abschnitten so verteilt, daI3 die Konzentrationen (Abb. 2 b) sind 
1 

oo = (0  = ~ = 0,156 usw. 

A l l g e m e i n  s ind  in d e n  e inze lnen  x - A b s e h n i t t e n  zu r  Ze i t  t 

T e i l c h e n  v o r h a n d e n ,  w e n n  b e i t  = - 0  i n s g e s a m t  2 t ilare W a n d e r t m g  be- 

g o n n e n  h a b e n .  W a n d e r n  i n s g e s a m t  n Te i l ehen ,  so i s t  ihre  Z a h l  in d e n  

e i n z e l n e n  A b s c h n i t t e n  
n t n 

2. D i f f u n d i e r e n  n = 2 t Tei lehen ,  in  u n s e r e m  Beisp ie l  32, so s te l l t  s ieh 

n a e h  t = 5 e ine  Vert~eilung n a e h  Abb.  3 ein,  de r en  W a h r s e h e i n l i e h k e i t  2 
32! 

W = - -  ist .  
i t  5 [ I 0 ! I 0 ! 5 ! 1 [  

~ Die  Wahrsehe in l iehke i t  eines Ereignisses wird in der gewShnl iehen 
Wahrsehe in l iehke i t s ree Imung als der Quot ien t  

Anzah l  der  gtinst~igen F~lle 
0 ~. Anzahl  der m6gl iehen F/ille < 1 

definiert .  Anders  in der  Quantens ta t i s t ik ,  wo m a n  die Wahrsehein l iehkei t  
der  Anzah l  der  g~instigen F/i,lle gteiehsetzt~. Demgem~13 ist~ die Wahrseheirl-  
l iehkei t  aus  e inem Bridgespiel  eln l=Ierz zu  ziehen gew6hnlieh z/4, slbatislbiseh 13. 
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Die Wa,hrscheinlichkeit eines Verteilungszustandes ist gleich der An- 
zahl der Xomplexionen, die zu dieser Verteilung fiihren, also 

n!  
w = (3) 

n0! n z ! . . ,  qzi! 
mit der Nebenbedingung 

i 
~ = ~ (4) 

i~O 

Zur Berechnung yon W setzen ~4r n~ch (2) 

IV --  ~! 

Fiir den Logurithmus der W~hrscheinlichkeit erh~lten wir nach einigen 
Umformungen 3 

W oder In W geben den dutch molekulare, vergeilende Zerstreuung 
eingetretenen Unordnungsgrad an, aber nut  In W isg nach (6) wegen der 
Proportionahg~t zu ne ine  extensive GrSge, ffir die doppelte Teilehenzahl 
wird In W doppelt so grog. Wegen dieser Nassenproportionahti~t wurde 
seinerzeit In W und nicht W mit einem konst.anten Fakt.or Ms Entropie 
in die Thermodynamik eingeffihrt. 

In W ist ein Nag der Massezersgreuung und demgem~g isg er aueh 
ein NaB der Arbeit, die notwendig ist, um den Diffusionsvorgang wieder 
riiekg~ingig zu maehen. 111 W nimm~ mit der Zeit yon selbst st~ndig zu 4. 

In W ist temperagurabh~ngig, denn die Gesch~dndigkeit der diffun- 
dierenden Teilchen nimmt mit der Temperatm" zu und so wird dann 
wghrend der gleichen Zeit ein gr6gerer Unordnungsgrad erreicht. 

3. Nun m6ge die Arbeit berechnet werden, die notwendig ist, um den 
Diffusionsvorgang rtickggngig zu machen und den Zustand vor Beginn 
der Diffusion wieder herzustellen. 

Zm" Unterbrechnung der Diffusion wird das gMlertige Diffusionsfeld 
zerschnitten (Abb. 3 u. 4). Jeder Teih'gum so]l in einen Xasten gelegt 
werdeu und milb einem semipermeablem S~empe ts so lange komprimie~ 
werden, bis im eingeeng~en l~aum dieselbe Xonzentration herrscht, wie 
zu Beginn der Diffusion im Abschnitt um x = 0 (Abb. 5 u. 2a). 

Die gegen den osmotischen Druck zu leistende Arbeit ist fin Teilraum i 

a i -~- n i" RT.ln P". (7) 
P a  

Siehe Anhang A. 
Siehe Anhang B. 
(Jber die Schwierigkei~, eine gallertige _,~r semipermea.beI zu kompri- 

mieren, setzen wit uns im Gedankenexperiment hinweg. 

24* 
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Zu Anfang der Kompression ist der osmotische Druck 

p ~ = p o ' ~ = p o  ~- {8) 

]~s wird so lange komprimiert, bis der osmotische Druck am Ende auf Pe 
gestiegen ist. 

Fiir den /-ten Teilraum betri~gt die Arbeit 

(:) ] a i = R T . n ~ -  In - - l n 2  t (9) 

und ffir das gesamte I)iffusionsfeld 

~ ' 7 a i : R T ' n [  ln2t-2(~) ln(~)] i=o (10) 

Abb. 4. 

AuI 1 Mol bezogen ist die Arbeit n~ch (6) 

Anhang A. 

1 Z ~ 5- 

Abb, 5. 

= - -  T R l n  W = - -  TS  

Nach der ffir groSe n geltenden/q~herungsformel 

n! = (I) 

ersetzen wir die F~kultgton duroh Potenzen und erhalten, d~ 
t 

* ;=0  

~o(~) ,~o~, 

ist 
(~)~ 

W z  

, o o l ( , ) ~  " 
n i 

j oZ(~) 

n ~ 

(II) 

(III) 



Ableitung der En~ropie aus dem Wahrseheinlichkeitslogarithmus. 369 

Nun ist wegen (II) 
I t  n 

t ~, 

und daher 

n t ~t 
lnW=nlnn--2T~=o(:) ln[:)- -nln2 ~ 

(Iv) 

Anhang B. FOr groBe ~ kann man die Smmne in (V) in~egrieren. 
Die Verbindungslinie der Binomialkoeffizienten der t-ten Zeile des 
Pascalschen Dreiecks wird dutch die Kurve  

2 x 2 

wiedergegeben s. Die Massekonstanz w~Srend tier Diffusion geht aus 

+ ~  ~ ( 1 )  

- - . e  2 t d x - - 2  . . . - -  - - 1  ( V I I )  

~ C x ~  0 

hervor und ist gleichbedeutend mit  (II). 

Urn nun den Ausdruck ~us (V) 

t 

i = 0  \~ 

zu berechnen, bilden wir 

- c ~  �9 t - l n \  [ ~ r t  dx= 

o o 

wenn ,~dr die Abk~zungen  

einffihren. 
b 

Siehe Anm. 1. 
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Die Integrale  lassen sich nach der allgemeinen l~ormel 7 

I 1 y+l 
x V . e - ~ : ~ . d x  = ~ K 2 1 . (  y + 1~ ~ - - )  (x) 

o 

auf Gammafunkt ionen  zuriiekfiihren. Da, s erste In tegra l  auf der reehten 

Seite yon (IX) wird 1 K - g / ~  und das zweite ~ K  e F 2- 
wobei 

= = ~ -  ist 8, 

Dami t  wird 

und 

N ~  t l n W =  ' L l n  en  (XI)  
2 2 

d l n  W 2r oder dS _ R (XII )  
dt - -  2 t  dt 2 t "  

7 Madelung, Die mathematischen t-Iilfsmittel des Physikers, S. I I. 
Berlin. 1936. 

s Jcthnke-Emde, Funktionentafeln, Bd. If ,  S. 11. Berlin. 1938. 


